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Abstract:
We defined (n+1)-ary derivations of n-ary algebras.We described (n+1)-derivations
of simple and semisimple finite-dimensional Filippov algebras over algebraically
closed field zero characteristic. We constructed new examples of non-trivial (n+1)-
ary derivations of Filippov algebras.
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1. Введение
Одним из способов обобщения дифференцирований является δ-дифферен-
цирование. Под δ-дифференцированием алгебры A, при δ — фиксированном
элементе основного поля, мы понимаем линейное отображение φ : A → A,
такое что для произвольных x, y ∈ A верно
φ(xy) = δ(φ(x)y + xφ(y)).
В свое время, δ-дифференцирования изучались в работах [1]-[12], где были опи-
саны δ-дифференцирования первичных лиевых [1, 2], первичных альтернатив-
ных и мальцевских [3] алгебр, простых [6, 7] и первичных [4] лиевых суперал-
гебр, полупростых конечномерных йордановых алгебр [5, 7] и супералгебр
[5, 7, 8, 10], алгебр Филиппова малых размерностей и простых конечномерных
алгебр Филиппова [12], а также простой тернарной алгебры МальцеваM8 [12].
В частности, были построены примеры нетривиальных δ-дифференцирований
для некоторых алгебр Ли [2, 4, 11], простых йордановых супералгебр [8, 10] и
некоторых n-арных алгебр Филиппова [12].
В тоже время, δ-дифференцирование является частным случаем квазидиф-
ференцирования и обобщенного дифференцирования. Под обобщенным диф-
ференцированием D мы понимаем такое линейное отображение, что существу-
ют линейные отображения E и F, связанные с D условием, таким что для
произвольных x, y ∈ A верно
D(xy) = E(x)y + xF (y).
Если вдобавок к этому E = F, то D — квазидифференцирование. Трой-
ки (D,E, F ), где D — обобщенное дифференцирование, а E,F — связанные
с ним линейные отображения, называются тернарными дифференцирования-
ми. Квазидифференцирования, обобщенные дифференцирования и тернарные
дифференцирования рассматривались в работах [13]-[21]. В частности, изуча-
лись обобщенные и тернарные дифференцирования алгебр Ли [13], супералгебр
Ли [14], ассоциативных алгебр [15, 16], обобщенных алгебр Кэли-Диксона [17],
йордановых алгебр [20].
1
2Понятие тернарного дифференцирования для бинарной алгебры допуска-
ет обобщение на случай n-арных алгебр. В данном случае, под (n + 1)-
арным дифференцированием n-арной алгебры A мы подразумеваем такой на-
бор (f0, f1, . . . , fn) ∈ End(A)
n+1, что для произвольных x1, . . . , xn ∈ A верно
f0[x1, . . . , xn] =
n∑
i=1
[x1, . . . , fi(xi), . . . , xn].
Соответственно, для (n+ 1)-арного квазидифференцирования необходимо до-
полнительно требовать f1 = f2 = . . . = fn. Ясно, что если ψ1, . . . , ψn — на-
бор элементов центроида n-арной алгебры A, то (
∑
ψi, ψ1, . . . , ψn) — является
(n+1)-арным дифференцированием алгебры A. В тоже время, если D — диф-
ференцирование n-арной алгебры A, то набор (D,D, . . . , D) — (n + 1)-арное
дифференцирование алгебры A. Приведенные два вида (n+ 1)-арных диффе-
ренцирований, как и их линейные комбинации, мы будем считать тривиаль-
ными. Наибольший интерес представляет вопрос нахождения (n + 1)-арных
дифференцирований, отличных от тривиальных. Легко заметить следующее
Утверждение. Пусть A — (анти)коммутативная n-арная алгебра и
(f0, f1, . . . , fn) — (n+ 1)-арное дифференцирование, тогда для любой подстав-
новки σ ∈ Sn верно, что (f0, fσ(1), . . . , fσ(n)) — (n+ 1)-арное дифференцирова-
ние.
Доказательство. Доказательство данного факта вытекает из известного
утверждения о разложении произвольной подстановки в произведение транс-
позиций и очевидного утверждения леммы если σ — транспозиция. Утвержде-
ние доказано.
Обозначим пространство дифференцирований, δ-дифференцирований, ква-
зидифференцирований и обобщенных дифференцирований, соответственно,
через Der(A), Derδ(A), QDer(A) и GDer(A). Очевидно, что мы имеем цепочку
включений
Der(A) ⊆ Derδ(A) ⊆ QDer(A) ⊆ GDer(A) ⊆ End(A).(1)
Стоит отметить, что если n-арная алгебра A с ненулевым умножением и ха-
рактеристика поля отлична от n − 1, то первое включение всегда строгое. В
противном случае, в силу того, что тождественное отображение явлется эле-
ментом центроида и 1
n
-дифференцированием, мы получили бы противорече-
ние с определением умножения в алгебре A. Понятно, что в случае бинарных
алгебр ограничение на характеристику поля является не существенным. Яс-
но, что каждая из алгебр Der(A), Derδ(A), QDer(A) и GDer(A) относительно
коммутаторного умножения становится алгеброй Ли. Пусть Ann(GDer(A)) —
аннулятор алгебры Ли обобщенных дифференцирований алгебры A. Отметим,
что Ann(GDer(A)) не тривиален. Действительно, там лежат отображения вида
α · id, где α — элемент основного поля. Обозначим
∆(A) = GDer(A)/Ann(GDer(A)).
Также нас будет интересовать структура алгебры Ли ∆(A). (n+1)-Арные диф-
ференцирования исследовались в работе [?], где были описаны 4-арные и обоб-
щенные дифференцирования тернарной алгебры Мальцева M8. В частности,
было показано, что ∆(M8) = B3.
3Основной целью данной работы, результаты которой аннонсированы в [21],
является исследование обобщенных и (n+ 1)-арных дифференцирований про-
стых конечномерных n-арных алгебр Филиппова над алгебраически замкну-
тым полем характеристики нуль. В работе дано полное описание квазидиффе-
ренцирований, обобщенных дифференцирований и (n+1)-арных дифференци-
рований данных алгебр. В итоге, с использованием результатов [12], мы имеем,
что для простой конечномерной алгебры Филиппова A над алгебраически за-
мкнутым полем характеристики нуль цепочка включений (1) имеет следующий
вид
Der(A) ⊂ Derδ(A) ⊂ QDer(A) = GDer(A) = End(A),
то есть, в последних двух случаях у нас наблюдается равенство, а остальные
все включения строгие. Как следствие, мы получаем описание (n + 1)-арных
дифференцирований полупростых конечномерных алгебр Филиппова (не явля-
ющихся простыми) над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль,
для которых цепочка включений (1) имеет следующий вид
Der(A) ⊂ Derδ(A) ⊂ QDer(A) = GDer(A) ⊂ End(A).
2. Основные леммы.
Алгеброй Филиппова, определение которой появляется в [22], называется
алгебра L с одной антикоммутативной n-арной операцией [x1, . . . , xn], удовле-
творяющей тождеству
[[x1, . . . , xn], y2, . . . , yn] =
n∑
i=1
[x1, . . . , [xi, y2, . . . , yn], . . . , xn].
Примером (n + 1)-мерной n-арной алгебры Филиппова является алгебра,
которую мы будем обозначать An+1. Известно, что в An+1 можно выбрать
базис
{e} = {e1, . . . , en+1}
со следующей таблицей умножения:
[e1, . . . , eˆi, . . . , en+1] = (−1)
n+i+1ei,
где через eˆi обозначается отсутствие элемента ei в n-арном произведении. Как
было отмечено в работе [23], алгебрами типа An+1 исчерпываются все простые
конечномерные n-арные алгебры Филиппова над алгебраически замкнутым по-
лем характеристики нуль.
Лемма 1. ПустьA = (aij), где aii = 0,— матрица линейного преобразования
f0 и B = −A
T — матрица линейного преобразования f , тогда (f0, f, . . . , f) —
(n+ 1)-арное дифференцирование n-арной алгебры An+1.
Доказательство. Достаточно заметить, что выполнена следующая цепочка
равенств
(−1)n+i+1f0[e1, . . . , eˆi, . . . , en+1] = f0(ei) =
n+1∑
j=1
ajiej =
n+1∑
j=1
(−1)n+j+1aji[e1, . . . , eˆj , . . . , en+1] =
4n+1∑
j=1
(−1)n+i+1[e1, . . . ,−
n+1∑
k=1
ajkek
︸ ︷︷ ︸
j
, . . . , eˆi, . . . , en+1] =
(−1)n+i+1
n+1∑
j=1
[e1, . . . , f(ej)︸ ︷︷ ︸
j
, . . . , eˆi, . . . , en+1].
А также, что цепочка равенств
[f(ei), ei, ei1 , . . . , ein−2 ]− [f(ei), ei, ei1 , . . . , ein−2 ] =
[f(ei), ei, ei1 , . . . , ein−2 ] + [ei, f(ei), ei1 , . . . , ein−2 ] + . . .+ [ei, ei, ei1 , . . . , f(ein−2)] =
f0[ei, ei, ei1 , . . . , ein−2 ]
выполняется в силу того, что левое и правое выражения в цепочке равны ну-
лю. Ясно, что если среди {ik} найдется индекс, совпадающий с i, то цепочка
равенств не нарушается. Лемма доказана.
Далее, для произвольного вектора v через v|ei мы будем обозначать коэф-
фициент при векторе ei в его разложении по базису {e}.
Лемма 2. Пусть (f0, f1, . . . , fn) — (n+1)-арное дифференцирование n-арной
алгебры An+1, тогда
(f0, f1, . . . , fn) = (g0, g, . . . , g) + (f
∗
0 , f
∗
1 , . . . , f
∗
n),
где f∗j (ei)|ei = f
∗
j (ei) и g0(ei)|ei = g(ei)|ei = 0.
Доказательство. Отметим, что если ik = im = i, то
0 = f0[ei1 , . . . , eik , . . . , eim , . . . , ein ] =
∑
[ei1 , . . . , fj(eij ), . . . , ein ] =
[ei1 , . . . , fk(eik), . . . , eim , . . . , ein ] + [ei1 , . . . , eik , . . . , fm(eim), . . . , ein ],
то есть,
[fk(ei)− fm(ei), ei1 , . . . , eik , . . . , eˆim , . . . , ein ] = 0.
Изменяя индексы k и m, а также множество I = {il} ⊂ {1, . . . , n + 1}, где
|I| = n − 1, мы можем получить, что для произвольных k и m, а также для
j 6= i верно
(fk(ei)− fm(ei))|ej = 0.
Пусть A = (aij) — матрица преобразования f0 и Bk = (b
k
ij) — матрица
преобразования fk. По доказанному выше, мы можем считать, что b
k
ij = bij
при i 6= j. Тогда,
(−1)n+i+1f0(ei) = f0[e1, . . . , eˆi, . . . , en+1] =
∑
j
[e1, . . . , fj(ej), . . . , eˆi, . . . , en+1] = (−1)
n+i+1

∑
k,k 6=i
bkkk

 ei+
∑
j,j 6=i
(−1)n+ibjiej,
то есть aij = −bji, при i 6= j. Пусть A
∗ матрица, составленная из элементов
матрицы A с нулевыми элементами по диагонали и g0 линейное отображение
с матрицей A∗. Соответственно, B∗ матрица, составленная из элементов мат-
рицы Bk, с нулевыми элементами по диагонали и g линейное отображение с
5матрицей B∗. Согласно лемме 1, (g0, g, . . . , g) — (n + 1)-арное дифференциро-
вание алгебры An+1. Таким образом, разность
(f0, f1, . . . , fn)− (g0, g, . . . , g) = (f
∗
0 , f
∗
1 , . . . , f
∗
n)
будет являться (n + 1)-арным дифференцированием, где каждый элемент f∗k
в базисе {e} имеет диагональную матрицу линейного преобразования, то есть,
удовлетворяет условию леммы. Лемма доказана.
Лемма 3. В терминах леммы 2, верно
(f∗0 , f
∗
1 , . . . , f
∗
n) = (
∑
hj · id, h1 · id, . . . , hn · id) + (d0, d, . . . , d).
Доказательство. Будем считать, что f∗i (ej) = f
j
i ej. Ясно, что
(
∑
fn+1i · id, f
n+1
1 · id, . . . , f
n+1
n · id)
является (n + 1)-арным дифференцированием, которое мы будем обозначать
(
∑
hj · id, h1 · id, . . . , hn · id). Рассмотрим разность (n+ 1)-арных дифференци-
рований (f∗0 , f
∗
1 , . . . , f
∗
n) и (
∑
hj · id, h1 · id, . . . , hn · id). Полученное (n+1)-арное
дифференцирование обозначим (d0, d1, . . . , dn), где di(ej) = d
j
iej и di(en+1) = 0.
Для наглядности мы можем записать коэффициенты dji в виде матрицы

d11 d
2
1 . . . d
n−2
1 d
n−1
1 d
n
1 | d
n+1
1 = 0
d12 d
2
2 d
n−2
2 d
n−1
2 d
n
2 | d
n+1
2 = 0
...
. . .
...
d1n−3 d
2
n−3 d
n−2
n−3 d
n−1
n−3 d
n
n−3 | d
n+1
n−3 = 0
d1n−2 d
2
n−2 . . . d
n−2
n−2 d
n−1
n−2 d
n
n−2 | d
n+1
n−2 = 0
d1n−1 d
2
n−1 d
n−2
n−1 d
n−1
n−1 d
n
n−1 | d
n+1
n−1 = 0
d1n d
2
n d
n−2
n d
n−1
n d
n
n | d
n+1
n = 0


.(2)
Отметим, что
0 = d0[e1, . . . , ek, . . . , em, . . . , en] + d0[e1, . . . , em, . . . , ek, . . . , en] =
(dkk + d
m
m − d
k
m − d
m
k )en+1,
то есть
dkk + d
m
m = d
m
k + d
k
m, где k,m ≤ n.(3)
Аналогично мы можем получить
0 = d0[e2, . . . , ek, . . . , em, . . . , en+1] + d0[e2, . . . , em, . . . , ek, . . . , en+1] =
(−1)n(dkm−1 + d
m
k−1 − d
m
m−1 − d
k
k−1)e1,
то есть,
dkm−1 + d
m
k−1 = d
m
m−1 + d
k
k−1, где m, k ≥ 2.(4)
Ясно, что значения в выражениях (3-4) образуют вершины квадрата в мат-
рице (2) с диагональю лежащей на диагонали матрицы, либо на побочной диа-
гонали.
Осталось показать, что d1 = . . . = dn. Для этого необходимо показать, что
для произвольного j верно dji = d
j
k. Отметим, что в силу (4) мы имеем
dmm−1 = d
m
n ,m ≥ 2.
6Откуда, по (3) и dnn−1 = d
n
n, мы получим d
n−1
n = d
n−1
n−1. Теперь заметим, что
dn−1n−2 = d
n−2
n−2
и верно условие (4), следовательно
dn−1n−1 = d
n−2
n−1.
Отсюда и (4), видим
dnn−2 = d
n
n−1 = d
n
n.
Последнее, с учетом (3), влечет
dn−2n−2 = d
n−2
n .
Продолжая дейстововать аналогичным образом, мы получим, что для произ-
вольного j верно dji = d
j
k, то есть требуемое. Лемма доказана.
3. Основные результаты.
Теперь заметим, что если (f0, f, . . . , f)— (n+1)-арное дифференцирование n-
арной алгебры An+1, где каждое из отображений f0 и f на базисных элементах
действует как f0(ei) = f
i
0ei, f(ei) = fiei, то
f i0ei = (−1)
n+1+if0[e1, . . . , eˆi, . . . , en+1] = (
n+1∑
j=1
fj − fi)ei.
Откуда получаем, что
f i0 =
∑
j
fj − fi,
и, следовательно, ∑
j
f j0 = n
∑
j
fj .
Полученные результаты, дают
fi =
1
n
∑
j
f j0 − f
i
0.(5)
То есть, отображение f однозначно определяется из вида отображения f0 и
произвольное отображение f0, такое что f0(ei) = f
i
0ei задает (n + 1)-арное
дифференцирование (f0, f, . . . , f), где f0 и f связаны посредством соотношения
(5). Таким образом, исходя из полученного и леммы 1, мы имеем
Теорема 4. Пусть A — простая конечномерная алгебра Филиппова над ал-
гебраически замкнутым полем характеристики нуль, тогда ∆(A) = sln+1.
Полученные результаты мы можем подытожить в следующей теореме.
Теорема 5. Пусть (f0, f1, . . . , fn) — (n+ 1)-арное дифференцирование про-
стой конечномерной n-арной алгебры Филиппова над алгебраически замкну-
тым полем характеристики нуль, тогда
(f0, f1, . . . , fn) = (
n∑
j=1
hj · id, h1 · id, . . . , hn · id) + (d0, d, . . . , d)
и [d0]
T + [d] = 0, где [d0], [d] — матрицы линейных отображений d0, d.
7Отметим, что из теоремы 5 легко получается описание δ-
дифференцирований простых конечномерных алгебр Филиппова над ал-
гебраически замкнутым полем характеристики нуль, которые согласуются с
результатами [12].
Теорема 6. Пусть (f0, f1, . . . , fn) — (n + 1)-арное дифференцирование по-
лупростой конечномерной n-арной алгебры Филиппова A над алгебраически
замкнутым полем характеристики нуль, тогда A = ⊕ti=1Ii, где Ii — простой
идеал алгебры A и
1) fj(Ii) ⊆ Ii;
2) матрицы линейных отображений fj в подходящем базисе имеют блочно-
диагональный вид, где каждый квадратный блок имеет размерность n + 1 и
строится исходя из описания соответствующего (n+1)-арного дифференциро-
вания простой алгебры Филиппова Ii посредством теоремы 5, то есть в подхо-
дящем базисе
(f0, f1, . . . , fn) = (
n∑
j=1
hj , h1, . . . , hn) + (d0, d, . . . , d),
где
[hi] =


h1iEn+1 . . . 0
...
. . .
...
0 . . . htiEn+1

 и [d0]T + [d] = 0.
Здесь под En+1 подразумевается единичная матрица размера n+1, а через [P ]
обозначена матрица линейного преобразования P .
Доказательство. Согласно результатам [23], A = ⊕ti=1Ii, где Ii — простой
идеал алгебры A и Ii ∼= An+1.
Пусть A = I ⊕ J, где J — простой идеал, а I — прямая сумма некоторого
количества идеалов изоморфных J . Тогда для элементов ik ∈ I верно
f0[i1, . . . , in] =
∑
[i1, . . . , fk(ik), . . . , in] ∈ I.
Учитывая классификацию простых конечномерных алгебр Филиппова [23] и
структуру алгебры An+1, мы можем заключить, что f0(I) ⊆ I. Допустим, что
для некоторого t верно ft(I)|J 6= 0. Тогда
0 = f0[J, . . . , J, I, J, . . . , J ] = [J, . . . , J, ft(I), J, . . . , J ],
то есть, ft(I)|J идеал в J. Откуда следует, что либо ft(I) ⊆ I, либо ft(I)|J = J.
В силу того, что алгебра J является простой и, следовательно, не является
нильпотентной, то второй случай не возможен. Таким образом, мы показали,
что выполнено условие 1.
Для доказательства второго условия теоремы выберем базис алгебры A как
объединение базисов Ii. Нам достаточно рассмотреть ограничение отображе-
ний ft на Ii и воспользоваться теоремой 5. Теорема доказана.
Из теорем 4 и 6 легко получается
Теорема 7. Пусть A — полупростая конечномерная n-арная алгебра Фи-
липпова над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль, тогда
∆(A) = ⊕sln+1.
8Учитывая результаты теорем 5 и 7, а также [13], мы можем сформулировать
следующую гипотезу.
Гипотеза. Если n-арная алгебра Филиппова обладает свойством
GDer(A) = End(A), то либо ее размерность не выше чем n, либо она
простая (n+ 1)-мерная алгебра An+1.
В заключение, автор выражает благодарность проф. В. Н. Желябину, проф.
А. П. Пожидаеву и проф. П. С. Колесникову за внимание к работе и конструк-
тивные замечания.
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